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Аннотация: В рамках приближения плоского напряженного состояния рассматривается 
задача о быстровращающемся диске, испытывающем боковое давление. В рамках модели 
идеального упругопластического тела и условии пластичности Мизеса определены 
значения внешних параметров, для которых происходит зарождение пластических зон. 
Определение напряжений в пластической области определяется из решения задачи Коши, 
включающей два дифференциальных уравнения для определения ненулевых компонент 
тензора напряжений. Для оценки напряженного состояния в упругой области вводится 
эквивалентное напряжение. Наибольшие допустимые значения внешних параметров 
определяются из решения задачи, когда диск находится в предельном состоянии. 
Численные результаты представлены в виде годографа вектора напряжений. 
Ключевые слова: плоское напряженное состояние, условие пластичности Мизеса, 
эквивалентное напряжение, упругопластическое тело, вращающийся диск, годограф 
вектора напряжений 

 

Введение 

Задача определения напряженного и деформированного состояния 

вращающегося диска для разных моделей рассматривалась в ряде работ, 

например, [1–12]. В [1] дано решение задачи о вращающемся диске, 

находящемся в упругом состоянии. В работах [2, 8] приведено решение 

упругопластической задачи для условия пластичности Мизеса в рамках 

деформационной теории. В [3, 5, 7] задача решалась при выборе условия 

пластичности Треска. Кусочно-линейные функции пластичности 

использовались в работах [9–11] при рассмотрении теплового воздействия на 

диск. В [12] рассматривалась задача о вращающемся диске для условий 

пластичности Херши–Хосфорда. В настоящей работе рассматривается 

вопрос определения границ, в которых могут изменяться значения внешних 

параметров, и их зависимость от констант материала, входящих 

в определяющие уравнения выбранной математической модели.  



Инженерный вестник Дона, №6 (2019) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n6y2019/5934 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2019 

Постановка задачи 

В приближении плоского напряженного состояния рассматривается 

задача о вращающемся тонком диске постоянной толщины рис. 1. 

Выбирается цилиндрическая система координат zρθ , ось z  которой 

проходит через центр диска 0=ρ , а плоскость 0=z  является средней 

плоскостью. На внешний контур диска b=ρ  действует давление bp . 

Выбирается модель изотропного идеального упругопластического тела 

и условие пластичности Мизеса [2]. Необходимо найти границы изменения 

внешних параметров, для которых вращающийся диск будет находиться 

в упругопластическом состоянии, когда в пластическом состоянии находится 

некоторая центральная область диска с≤≤ ρ0  )( bc ≤ . 

 
Рис. 1. Вращающийся диск 

Пластическая область 

В области пластического состояния c≤≤ ρ0 напряжения определяются 

из решения задачи Коши 
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Условие k| ==0ρρσ  следует из симметрии поля напряжений в центре диска. 

На упругопластической границе c=ρ  должно выполняться условие 

непрерывности напряжений 

0][][ == == сс || ρθρρ σσ .                                           (2) 

Из первого равенства в (1) следует 

2
34 22
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k
.                                           (3) 

Если, используя (3), исключить из уравнения равновесия окружное 

напряжение θσ , то получим 
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Из условий (2) и уравнения равновесия следует, что на 

упругопластической границе c=ρ  производная ρσρ ∂∂ /  также непрерывна. 

Однако этой информации недостаточно для выбора знака в уравнении (4). 

Выбор знака «плюс» или «минус» в (4) можно обосновать только в ходе 

решения задачи. От задачи Коши (1) можно перейти к иной задаче Коши 

вида: 
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Упругая область 

Для диска, находящегося в упругом состоянии, напряжения 

определяются по формулам [1]: 
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где ν  − коэффициент Пуассона, )(22 kg/bm ωγ=  – безразмерный параметр 

инерциального воздействия, ω  − угловая скорость вращения диска, g  − 

ускорение силы тяжести, γ  − удельный вес. 

В центре диска, учитывая симметрию поля напряжений, 

00 == = ρθρρ σσ || .                                                   (7) 

На границе b=ρ  радиальное напряжение bb p| −==ρρσ . Для этих граничных 

условий напряжения будут определяться по формулам: 
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Из (8) выражаем θσ  через ρσ  и другие параметры: 
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Соотношение (9) показывает, что в плоскости ρθ σσ ,  годограф вектора 

напряжений – отрезок прямой. Поскольку коэффициент Пуассона ]50;0[ .∈ν , 

соответственно коэффициент 5/7][1/3;∈μ , то функция (4) монотонно 

возрастающая. Из (9) также следует, что увеличение или уменьшение 

параметров m  и bp  приводит к противоположным эффектам изменения 

значений окружного напряжения, а угол наклона прямой (9) к оси абсцисс 

зависит от параметра ν : увеличивается с увеличением параметра ν , 

поскольку  )(νμμ =  − монотонно возрастающая функция. 

Безразмерные величины 

Приводимые в статье соотношения записываются в безразмерном виде. 

Все величины, имеющие размерность длины, отнесены к радиусу диска b , 
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все величины, имеющие размерность напряжений, отнесены к пределу 

пластичности при одноосном растяжении k . 

Эквивалентное напряжение 

Для оценки величины напряженного состояния в точках упругой области 

необходимо выбрать эквивалентное напряжение – неотрицательную 

скалярную функцию симметричную относительно собственных значений 

тензора напряжений. Если все компоненты тензора напряжений равны нулю, 

то полагаем, что и эквивалентное напряжение должно быть равно нулю. 

Определим эквивалентное напряжение равное функции пластичности Мизеса 
21222

2
)()()(

/
zz
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= ρθρθ σσσσσσ
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Границы зарождения пластической области 

 Примем, что переход в пластическое состояние в точках области 

b≤≤ ρ0  происходит когда (условие пластичности Мизеса) 

keq =σ .                                                      (11) 

В (11) постоянная величина k  − предел пластичности на одноосное 

растяжение.  

Поскольку  

1) годограф вектора напряжений для упругого состояния диска – 

отрезок прямой (9),  

2) имеет место условие (7),  

3) )(ρσσ ρρ =  − монотонно возрастающая функции,  

4) кривая пластичности является выпуклой,  

то в случае, когда годограф вектора напряжений не выходит за границы 

кривой пластичности, величина eqσ  может принимать значение равное k  или 

в точке 0=ρ  и/или на границе b=ρ  (рис. 2). 
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Условия зарождения пластической области в центре диска и/или на 

боковой поверхности диска  

Рассмотрим вопрос об определении диапазона изменения параметров 

управления m , bp  и ν , когда в пластическом состоянии находится только 

точка 0=ρ  и/или граница b=ρ .  

Из формул (8), (11) следует, что в точке 0=ρ  эквивалентное 

напряжение keq =σ , когда  
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На рис. 2 приведены графики зависимостей параметров 0m  и bm  от 
параметра bp  для разных значений параметра ν . Пунктирной линии 
соответствует выбор формулах (12*) и (13), а сплошной – выбор формул (12) 
и (13). 

       
0=ν                             20.=ν                                50.=ν  

Рис. 2. Графики зависимости bm,m0  от параметра bp  
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Из формул (12) и (13) находим, что равенство bmm =0  выполняется, 

если 

k*ppb 727
)5)(31(

2 ++
−+

==
νν

νν .                                        (14) 

Если *ppb = , то из формул (12) и (13) получаем 

22 )72(7
)132(*

b
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+
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ν .                                     (15) 

Учитывая диапазон изменения параметра ν  находим, что 

)]/(1364);/(7[32 22 bkbk*m ∈ . 

Равенство k|eq ==0ρσ  может выполняться, если параметр ];[- *pkpb ∈ , 

а параметр 0mm = . Если kpb −= , то 00 =m . В этом случае k== θρ σσ  

и диск находится в предельном состоянии. Поэтому в дальнейшем 

*].;(- pkpb ∈  

Только в центре диска keq =σ  

В данном случае должно выполняться неравенство bmm <0 , которое 

будет верным, если *);(- pkpb ∈ . Таким образом, для того чтобы только 

в точке 0=ρ  выполнялось условие keq =σ , параметры управления должны 

удовлетворять системе  

⎪⎩
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                                                  (16) 

На рис. 5 приведены графики годографа вектора напряжений для 

разных значений коэффициента Пуассона, когда значения параметров 

управления определяется по (16).  
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)a     )b     )c  

Рис.3. Годограф вектора напряжений. ,.30=ν  7953050390) .p,.ma b −== ,   

02336051982) .p,.mb b == , 9449078744) .p,.mc b ==  
Предельное состояние диска 

Если радиус упругопластической границы 1=c , то диск будет 

находиться в предельном состоянии. В этом случае один из параметров m  

или bp  задается, а другой определяется из решения задачи (5); параметр 

]3/;2[- kkpb = . Поскольку для решения задачи (5) надо указать значение 

параметра m , то наибольшее значение maxmm =  определяется из условия 

k| beq ==ρσ , когда .3/2kpb =   

Например, когда 3/2kpb = , то с точностью до 410−  значение 

2766.mmax = . 

Упругопластическое состояние диска 

Рассматриваем случай, когда в области c≤≤ ρ0  реализуется 

пластическое состояние, а в области  bc ≤≤ ρ  – упругое состояние.  

Обозначим через cp  и cσ  − давление и значение окружного 

напряжения на упругопластической границе соответственно. Тогда величины 

A  и B  в (6) и радиус упругопластической границы будут определяться из 

условий непрерывности напряжений на упругопластической границе (2) 

и граничного условия bb p| −==ρρσ . 
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Зная наименьшие значения параметров m  и bp , когда радиус 

упругопластической границы 0=c , и наибольшее значение параметров 

maxmm =  и bp , когда радиус упругопластической границы bc = , можно 

выбрать один из множества возможных алгоритмов решения 

упругопластической задачи. Вид каждого конкретного алгоритма вполне 

очевиден. 

Результаты численных вычислений 

На рис. 4 представлены графики годографа вектора напряжений, когда 

диск находится в упругопластическом состоянии для разных значений 

внешних параметров m  и bp  с точностью до 410− .  

     
)a     )b     )c  

Рис.4. Годограф вектора напряжений. 50.c = , 30.=ν , 

96460p47155m) b .,.a == , 79860p5m) b .,b == , 0p832m) b == ,.c  

Подход к построению годографа вектора напряжений как элемент 

верификации алгоритма решения задач предлагался ранее в работах [8, 9]. 

Выводы 

Для построения алгоритма решения задачи о вращающемся диске, 

испытывающем боковое давление, необходимо определить допустимые 

значения внешних параметров m  и bp , для которых диск будет находиться 

в упругом состоянии. Наибольшие допустимые значения этих параметров 

будут являться наименьшими значениями для упругопластического 
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состояния диска. Наибольшие допустимые значения параметров m  и bp  для 

упругопластического состояния определяются из рассмотрения предельного 

состояния диска. Предлагаемые графики для годографа вектора напряжений 

позволяют контролировать правильность алгоритма решения задачи. 
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