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О нейтральном нагружении диска при тепловом и силовом воздействиях 
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Аннотация: Рассматривается тонкий круговой диск, материал которого проявляет 
упругие и пластические свойства при тепловом и силовом воздействиях. В центральной 
части диска поле температур однородное. На границе диска задано давление и постоянная 
температура. Принимается приближение плоского напряженного состояния. 
Рассматривается аддитивная форма связи полных, упругих, пластических деформаций 
и деформаций при свободном тепловом расширении. Упругие деформации выражаются 
через напряжения согласно закону Гука. Предлагается линейная аппроксимация 
зависимости предела пластичности от температуры. Показана возможность нейтрального 
нагружения центральной области диска и его внешней границы. Особо выделяется 
условие пластичности Треска. 
Ключевые слова: математическое моделирование, упругопластическое тело, плоское 
напряженное состояние, кусочно-линейные условия пластичности, теория пластического 
течения, термоупругопластичность. 
 

Математическое моделирование состояния дисков и труб, 
испытывающих различные внешние воздействия, вызывает особый 
практический интерес в связи с применением в различных технологических 
процессах, направленных на высокую точность изготовления различных 
узлов. В этом научном направлении выполнено большое количество 
исследований [1–17]. Бо́льшая часть работ связана с использованием условий 
пластичности Треска [1–6]. Ряд авторов [7, 8] рассматривает условие 
пластичности Шмидта–Ишлинского. В некоторых работах рассматриваются 
кусочно-линейные условия пластичности общего вида, учитывающие 
пластическую сжимаемость [9, 10]. Использование гладких функций 
пластичности (например, Мизеса) приводит к построению приближенных 
аналитических или численных решений [16, 17].  

Постановка задачи 
В настоящей работе рассматривается задача определения 

напряженного и деформированного состояния тонкого упругопластического 

диска, испытывающего тепловое и силовое воздействия. В центральной 

части кругового диска ar ≤≤0  температурное поле однородное, на границе 

диска br =  задана температура 0=bT  и давление pb. Выбирается 
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приближение плоского напряженного состояния. Исследуется возможность 

нейтрального нагружения при изменении величин внешних воздействий. 

Основные предположения 

Используется линейная аппроксимация зависимости предела 

пластичности k от температуры, что подходит, например, для 

хромоникелевых сталей [18]. Зависимости модуля Юнга E и коэффициента 

линейного теплового расширения α от температуры имеют 

разнонаправленный характер, поэтому их произведение αE в данной работе 

считается постоянной величиной. Зависимость других параметров модели от 

температуры не учитывается.  

В качестве масштаба напряжений выбирается k0 – предел пластичности 

при начальной температуре, за масштаб длины принимается a – радиус 

центральной части диска, масштаб температуры равен Cο1 . Для 

безразмерных величин сохраняются обозначения соответствующих 

размерных величин. 

Поле температур 

Для несвязной термопластической задачи температурное поле 

определяется независимо от напряженно-деформируемого состояния. 

Распределение температуры в диске имеет вид [19] 
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Область упругого состояния диска 

Пусть весь диск (a ≤ r ≤ b) находится в упругом состоянии. Для 

определения напряжений имеем систему уравнений: 
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Решение системы (1) имеет вид [19] 
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Когда заданы граничные условия  

aarr p−==|σ ,    bbrr p−==|σ , 

величины A и B вычисляются по формулам: 
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Если a = 0, то  
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Переход диска в упругопластическое состояние 

Задача плоского напряженного состояния идеального 

упругопластического тела в области пластического состояния является 

статически определимой. Поэтому, если граничные условия не содержат 

перемещений, то определение напряжений не зависит от деформированного 

состояния.  

Анализ упругого напряженного состояния диска показывает, что 

в зависимости от величины радиуса диска в процессе нагружения зарождение 

пластической области может происходить или на границе r = a, или на 

границе r = b, или на границах r = a и r = b одновременно. 

Будем полагать, что для всех условий пластичности общим является 

предел пластичности на одноосное растяжение.  
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В области 0 ≤ r ≤ a реализуется однородное напряженное состояние 

ϕσσ =r , поэтому в этой части диска при переходе в пластическое состояние 

для любого условия пластичности будет выполняться режим  

kr −== ϕσσ . 

 Из формул (2), (3) следует, что указанный переход выполняется, если 

))2(2/()(2 0
2

0
2

0
2

bbina IbEkbpkbTT −+−== αξ . 

Для произвольного условия пластичности получить аналитическое 

выражение для температуры exa TT = , при которой в пластическое состояние 

переходит только граница r = b,  нельзя, поэтому рассмотрим некоторые 

примеры.  

Если давление 0=bp , то для любого условия пластичности на границе 

r = b напряжения 0=rσ , 0k=ϕσ , поэтому 

( )bexa IEkbTT 00
2 2/)( α== . 

 Рассмотрим случай, когда выбирается кусочно-линейное условие 

пластичности общего вида 
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Если на границе r = b  давление 0≠bp  и выполняется режим пластичности, 

то 
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Для условия пластичности Мизеса имеем 
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Когда общим выбирается не предел пластичности на одноосное 

растяжение, то алгоритм вычисления величин Tin и Tex остается прежним, но 

формулы для их вычисления будут иными. 

Равенство Tin = Tex позволяет определить радиус диска b = bk, для 

которого одновременно на границах r = a и r = b зарождается пластическая 

область. 

На рис. 1 приведены графики Tex и Tin до точки их пересечения b = bk при 

выборе условия пластичности Треска (сплошная линия), Шмидта–

Ишлинского (точечная линия) и Мизеса (пунктирная линия). При 

выполнении всех численных расчетов выбраны следующие значения 

безразмерных параметров модели: 10 =k , 1=a , 012.0=Eα . 

       

Рис. 1. 0,0) == ξbpa ;   )3(0008.0,0) == ξbpb ;   )3(0008.0,5.0) == ξbpc  

Результаты, представленные на рис. 1, показывают, что 

1) когда kbb ≤  и exa TT = , только граница диска br =  переходит 

в пластическое состояние; 

2) когда bbk <  и ina TT = , только область ar ≤≤0  переходит в пластическое 

состояние; 
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3) когда kbb =  и inexa TTT == , одновременно в пластическое состояние 

переходит область ar ≤≤0  и граница диска br = . 

Нейтральное нагружение 

Нейтральное нагружение в точке тела рассматривается как процесс 

изменения напряженного состояния, удовлетворяющий условию 

пластичности, когда приращения пластических деформаций 0ε =pd . 

Нагружение возможно за счет изменения внешних воздействий на диск: 

температуры ядра диска aT  и внешнего давления bp  на границе br = .  

Для диска, находящегося в упругом состоянии, напряжения в области 

ar ≤≤0  определяются по формулам (2), (3). 

Область однородного состояния. Для любого условия пластичности 

изотропного тела в области ar ≤≤0  напряжения rσσϕ = . При переходе 

данной области в пластическое состояние имеем kr −=σ . Поэтому, 

учитывая (25), получаем, что параметры, определяющие внешние 

воздействия, должны удовлетворять условиям: 
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Из соотношений ассоциированного закона пластического течения 

следует, что p
r

p
r ee = . Для упругих деформаций имеем 

kEeEe ee
r )1( νϕ −−== . 

Для полных деформаций выполнено θeer = . Получаем, что 

a
p
r

p
r TEkCEeEe αν −−+== )1( . 

 На упругопластической границе ar =  имеем 0== p
r

p
r ee , поэтому 

aTEkC αν +−−= )1( . 
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Эти соотношения показывают, что изменение внешних параметров, не 

нарушающие условия (5), определяют процесс нейтрального нагружения 

в области ar ≤≤0 . 

Внешняя граница. Для условия пластичности (4), когда kbba << , при 

изменении внешних воздействий на границе br =  будет осуществляться 

нейтральное нагружение, если  
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ab
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Рассмотрим условие пластичности Треска. В указанном диапазоне 

изменения внешнего давления может выполняться только режим  

kr =−σσϕ . 

Поэтому для дисков малого радиуса в данном диапазоне bp  процесс 

нейтрального нагружения невозможен. Для других условий пластичности 

процесс нейтрального нагружения точек границы br =  возможен. 
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