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 Решение задачи строительной механики по расчету 

трехшарнирной, вертикально нагруженной арки   параболического 

абриса в вычислительной среде Маthcad 
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Аннотация: В статье представлено теоретическое описание и порядок расчета 
трехшарнирной арки параболического абриса. Подробно изложена методика создания 
универсальной программы в вычислительном комплексе Маthcad для различных 
вариантов вертикальной нагрузки. Предложена методика автоматизированного создания 
эпюр внутренних силовых факторов арочной конструкции. Дано подробное описание и 
анализ расчетной схемы. 
Ключевые слова: трехшарнирная арка, статически определимые арки, арочные 
конструкции, параболический абрис, эпюры внутренних силовых факторов.  
 
         Еще в стародавние времена конструкции арок привлекали внимание 

человечества естественностью происхождения. Природно-сотворенные 

арочные абрисы можно было увидеть в сводах скальных пещер и ледников. В 

древнем Риме использование арок было практически возведено в культ. 

Примером подобных культовых строений могут служить дошедшие до 

нашего времени различные триумфальные арки. Рим так же пересекало 

несколько гигантских аркад-акведуков, обеспечивавших снабжение 

населенного пункта водой из горных источников [1](рис.1). 
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Рис.1  Римский акведук. 

    Главным конструктивным назначением арок является создание несущих 

конструкций покрытий зданий и пролетов мостовых сооружений. 

Характерной особенностью арок является наличие наклонных реакций опор 

от вертикальной нагрузки. Результатом разложения этих реакций на 

горизонтальную и вертикальную составляющую является неизбежное 

возникновение распора, т.е. горизонтальной составляющей реакции опор. 

     С точки зрения строительной механики арочные конструкции могут 

представлять, как статически определимые, так и статически неопределимые 

конструктивные схемы. В данной статье будет рассмотрен расчет статически 

определимой трехшарнирной арки параболического абриса. Рассмотрим 

теоретическую часть расчета трехшарнирной арки, представленной на рис.2. 

 

Рис.2 Расчетная схема трехшарнирной, вертикально нагруженной арки. 

Трехшарнирной аркой называется плоская система, состоящая из двух 

криволинейных стержней, соединённых между собой и основанием-
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(“землей”), помощью трех шарниров.  Шарниры не должны лежать на одной 

прямой. Ось арки задается функцией  ( )y f x  в декартовой системе 

координат, связанной началом отсчета с левой опорой арки. Ось арки 

представляет собой квадратную параболу и задается функцией: 

2

( )
4

x L x
y f

L


 ; 

тангенс угла наклона касательной к оси арки определяется функцией: 

2

( 2 )
4

l x
tg f

L
 
  

В случае если абрис арки представляет собой синусоиду, то аналогичные 

параметры определяются следующими зависимостями: 

sin( )
x

y f
L


 ,  cos( )

f x
tg

L L

      [2,3,4]. 

 Как следует из схемы, представленной на рис.2, трехшарнирная арка имеет 

пролет L=12000 мм и стрелу подъема f=5000 мм.  

    Расчет целесообразно арки в следующем порядке: 

1. Кинематический анализ расчетной схемы конструкции арки. 

Кинематический анализ включает в себя два этапа- количественный анализ и 

качественный анализ. 

Проведем количественный анализ схемы для проверки условия 

геометрической неизменяемости конструкции. Анализ проведем по методике 

Чебышева: W=3Д+2У-3П-2Ш-С-3, где  

Д-количество простых “дисков”;  

У-количество узлов, т.е. точек, присоединяющихся к расчетной схеме с 

помощью кинематических связей; 

П- количество простых припаек; 

Ш- количество простых шарниров; 

С- количество простых кинематических связей (стержней); [4,5] .  
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 Если после выполнения расчета W > 0, то расчетная схема конструкции 

является геометрически изменяемой; если W = 0, то выполняется 

необходимое условие геометрической неизменяемости расчетной схемы; 

Если W < 0, система является статически неопределимой, т.е. система имеет 

лишние вязи. При необходимости следует внести соответствующие 

изменения в расчетную схему для преобразования ее на геометрически 

неизменяемую и статически определимую, добавляя или удаляя необходимое 

количество связей [2,5,6]. 

 

Рис.3 Кинематический анализ арки. 

 

В представленной на рис.3 схеме имеем Д=3, У=0, П=0, Ш=3, С=0.   

Согласно формулы Чебышева имеем: 3 3 2 0 3 0 2 3 0 3 0W             

В качестве промежуточного вывода можно сказать, что выполняется 

необходимое условие геометрической неизменяемости. Таким образом 

расчетная схема может быть геометрически неизменяема. 

Далее проведем качественный анализ геометрической неизменяемости с 

помощью построения монтажных схем. Три диска связаны между собой 
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шарнирами. 
1 2 3

1 2 3, ,

Д Д Д

Ш Ш Ш

 
  Способ шарнирного треугольника, три 

шарнира не лежат на одной прямой [5,6].  

Расчетная схема представленной трехшарнирной арки является 

геометрически неизменяемой и статически определимой. 

2. Статический расчет трехшарнирной арки. 

Для определения вертикальных опорных реакций достаточно составить 

обычные уравнения равновесия в виде суммы моментов всех сил 

относительно опорных точек. Таким образом расчет опорных реакций 

аналогичен расчету опорных реакций эквивалентной балки т.е. балки с такой 

же нагрузкой [2, 4,6]. На Рис.4 дано изображение эквивалентной балки.  

 

Рис.4  Расчетная схема эквивалентной балки. 

0,аМ     12 2 6 4,5 16 9 10 10,5 0bR           25, 25bR kH  

0,bМ     12 2 6 7,5 16 3 10 1,5 0aR            12,75aR kH  

Горизонтальная составляющая реакций опор находится из условия равенства 

нулю изгибающего момента в шарнире “C”. Составляя уравнения равновесия 

в виде суммы моментов относительно шарнира “C” для левой части арки 
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получим, искомую  горизонтальную составляющую (распор)[2,6]. На  Рис.5 

дано изображение расчетной схемы для определения распора. 

 

Рис.5 Расчетная схема для определения распора. 

0,лев
сМ  5 6 2 4,5 2,25 0а aН R       , 11,25аН kH  

3. Определение внутренних силовых факторов в трехшарнирной арке 

Для определения внутренних силовых факторов изгибающего момента -М, 

поперечной силы – Q, продольной силы- N воспользуемся методом сечений.  

На Рис.6 изображены внутренние силовые факторы, подлежащие 

определению. 

Рис.6 Внутренние силовые факторы арки. 
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Рассмотрим равновесие элемента в виде суммы моментов относительно 

точки сечения, а также суммы проекций сил на ось, касательную к оси арки в 

точке сечения и сумму проекций сил на ось перпендикулярную оси арки в 

той же точке.  Рис.6 

Проведя вышеуказанные действия и после незначительных преобразований 

получим: 

0,М    
( )

( )
2a а

x a
M R x q x a Н y

               (1) -изгибающий 

момент 

 ( ) cos sina аQ R q x a Н                (2) -поперечная сила; 

  ( ) sin cosa аN R q x a Н                   (3) -продольная сила; 

Рассмотрев в уравнении для изгибающего момента (1) выражение в скобках, 

нетрудно заметить, что это формула, позволяющая вычислить изгибающий 

момент в сечении эквивалентной балки Рис.4. В дальнейшем будем 

обозначать его - 
бМ   

( )
( )

2
б

a

x a
М R x q x a

          (4) 

Таким образом изгибающий момент в арке определится: 

 
б

аM М Н y               (5) 

Аналогичным образом значения для поперечной и продольной силы: 

cos sinб
аQ Q Н    ;                 (6) 

( sin cos )б
аN N Н        (7) 
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Распор определится выражением:       

б
С

а

М
Н

f
        [2,6]. 

Таким образом для определения внутренних силовых факторов 

трехшарнирной арки необходимо изначально определить значения факторов 

бМ , 
бQ , 

бN для эквиваленто-нагруженной балки Рис.4 . Далее 

воспользоваться зависимостями 5,6,7 и произвести окончательные 

вычисления  

4. Определение значений и построения эпюр внутренних силовых 

факторов с использованием вычислительной среды Mathcad 

Для начала создания программы зададим положительные направления 

внешних силовых факторов, что и будем учитывать при составлении 

зависимостей. Это позволит создать унифицированную программу для 

расчета трехшарнирной арки при различных способах вертикального 

нагружения. Направления внешних силовых факторов будем задавать на 

эквивалентной балке [7]. 

 

Рис.7 Положительные направления внешних силовых факторов. 

На рис.7 указаны и условные обозначения всех элементов, которые будут 

представлены в программе.  
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Для задания исходных данных в среде Mathcad создадим размерный блок, в 

котором свяжем коэффициентами единицы измерения пользователя с 

величинами, заложенными в функционал Mathcad. Это делается, для 

автоматического определения размерности результата при вычислении [7]. 

  

Далее задаем исходные данные в матричной форме: 

 

Переменную координату “x” задаем, как ранжированную переменную с 

шагом L/100 для более точного построения эпюр. Для расчета силовых 

факторов воспользуемся принципом независимого действия сил. Т.е. 

отдельно произведем расчет момента, поперечной и продольной силы от 

сосредоточенной нагрузки, отдельно от распределенной и отдельно от 

реакции опор. Математически это правило можно записать следующим 

образом: 

( )F iQ x F ; поперечная сила от действия сосредоточенных нагрузок. 

Если распределенная нагрузка постоянной интенсивности приложена лишь 

на часть балки, то ее можно заменить двумя противоположными нагрузками: 

распределенной нагрузкой, приложенной от сечения  qнL  до конца стержня, 

и фиктивной распределенной нагрузкой той же величины, но 
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противоположного направления, приложенной от сечения  qкL  до конца 

стержня[7,8]:   

 ( ) ( )( ) ( )( )q i qн i qкQ x q x x L q x x L     ; 

Для записи внутренних усилий в общем виде в среде Mathcad удобно 
использовать булевы операторы условия. Булевы операторы принимают 
значения 1, если логическое выражение в скобках верно, и 0, если — не 
верно. Умножение какого-либо слагаемого на булев оператор условия 
позволяет включить это слагаемое, если условие выполняется, или 
выключить его, если условие не выполняется. Использование булевых 
операторов позволяет выстраивать довольно сложные математические 
выражения. Таким образом, в программном виде уравнения для определения 
силовых факторов будут выглядеть: 
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Для определения реакций опор воспользуемся функцией Find. Для расчета 
зададим некоторые начальные значения [7,8]: 

 

 

 Эпюра изгибающих моментов и поперечной силы эквивалентной балки 

представлены на Рис.8 

Для корректного отражения положительных значений изгибающего момента 

(положительный снизу) на оси ординат момент поставлен со знаком “минус”. 

 

Рис.8 Эпюра изгибающих моментов и поперечной силы эквивалентной балки 

Далее определяется значение распора и задается уравнение оси арки в 

координатах, начало которых совпадает с левой опорой арки. 
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Эпюра добавляющей составляющей  аН y  момента арки 

представлена на рис.9 

Рис.9 Эпюра добавляющей составляющей  аН y  момента арки  

 

Выражение для определения итого изгибающего момента трехшарнирной 

арки будет выглядеть [7,8 ,9]: 
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Итоговая эпюра изгибающего момента и ось арки представлена на рис.10 

Рис.10 Итоговая эпюра изгибающего момента и ось арки. 

 

Эпюры поперечной силы Q, продольной силы N, угла поворота φ и оси арки 

y(x) представлены на рис .11 [7,10].  

Выражения для их определения: 
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Рис.11 Эпюры поперечной силы Q, продольной силы N, угла поворота φ и оси арки y(x) . 
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